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Die vorliegende Schrift ist ein Auszug einer grösseren 
Abhandlung, welche demnächst veröffentlicht werden soll. 
Ich theile hier nur die Entwickelung des Begriffs der singulären 
Lösung, sowie die Bestimmungsweise derselben aus der Diffe- 
rentialgleichung selbst mit. 

In der erwähnten Abhandlung habe ich von den Princi- 
pien einige Anwendungen gemacht, welche zu bemerkens- 
werthen Aufschlüssen über die Natur nicht nur der singulären 
Lösungen, sondern der Lösungen gewisser partiellen Differen- 
tialgleichungen überhaupt führen. Diese Anwendungen habe 
ich in dem vorliegenden Auszug der Kürze wegen übergangen. 
Der einzige Zusatz, welchen diese Schrift erhalten hat, ist das 
Beispiel des $ 3, welches, streng genommen, meinem Gegen- 
stand fremd ist, welches ich aber seiner grossen Einfachheit 
wegen nicht übergehen zu dürfen glaubte, zumal da ich aller- 
dings durch die Untersuchung der singulären Lösungen darauf 
geführt wurde. Das Resultat lässt sich auch auf anderem Wege 
finden, und dürfte vielleicht auch schon bekannt sein, jedoch 
ist der andere Weg weit weniger einfach. 

Was endlich die singulären Lösungen der linearen partiel- 
len Differentialgleichungen betrifft, so glaubte ich diese etwas 
ausführlicher behandeln zu müssen, hauptsächlich aus dem 


Grund, weil diese Gleichungen die einzigen sind, bei denen 
* 
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eine allgemeingültige Methode bekannt war, um die singu- 
lären Lösungen aus der Differentialgleichung selbst zu bestim- 
men, und diese Methode von Jacosı auf anderem Wege und in 
anderer Form gefunden war, als die von mir gefundene. Es 
war mir daher von besonderem Interesse, die Uebereinstim- 
mung der beiden Resultate nachzuweisen. 

Heidelberg im Juni 1866. 


gı. 


Die partiellen Differentialgleichungen , welche ich in Be-- 
trachtung ziehe, müssen die abhängige Variable selbst jedenfalls 
enthalten. Da man, um allgemeingültige Resultate zu erhalten, 
immer eine bestimmte Form der Differentialgleichung voraus- 
setzen muss, so werde ich diejenige bestimmte Form wählen, 
welche die symmetrischste ist, nämlich ich werde annehmen, 
die Differentialgleichung sei aufgelöst nach der abhängigen Va- 
riablen, sie habe also die Form: 


(1) Z= UM .. %u,P Ps.+ Du). 
Hierin bedeutet z die abhängige Variable, &, &, . . x, die un- 
abhängigen Variablen, und p, p, . . ?„ die partiellen Differen- 
tialquotienten von z nach den x, also: 
02 02 02 
Pı Te 

Für eine Gleichung von der Form {1) kann man die Defini- 
tion der vollständigen Lösung folgendermassen fassen : 

Die vollständige Lösung ist ein Ausdruck für z durch die 
unabhängigen Variablen x, .. x, und u willkürliche Constante 
C, €, » C„ von der Art, dass wenn man denselben und seine 
partiellen Differentialquotienten in die Gleichung (1) für zp, .. Pu 
einsetzt, diese identisch erfüllt wird. Dazu kommt noch die Be- 
stimmung, dass zwischen den Ausdrücken für z und seine par- 
tiellen Differentialquotienten ausser der Gleichung (1) keine an- 
dere identische, von den willkürlichen Constanten befreite 
- Relation obwalten darf. Da vermöge der Gleichung (1) z als 
Function seiner partiellen Differentialquotienten ausgedrückt ist, 
so kann man die letztere Bedingung auch so fassen: Es darf 
zwischen den Ausdrücken der Differentialquotienten p, . . Pu 
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durch &, &, : . &, und die willkürlichen Constanten c, .. c, 
keine von den willkürlichen CGonstanten befreite identische Re- 
lation bestehen. 

Dieser Bedingung zufolge kann man also immer die Aus- 
drücke für p, P, - . p, auflösen nach den Constanten c, c,.. €, 
und die dadurch gewonnenen Ausdrücke der Constanten 
C) €. . C„ wieder umgekehrt nach den Grössen 9, Pa - - Py- 
Durch das hierdurch angedeutete Verfahren ergibt sich ein Sy- 
stem Gleichungen von folgender Form: 


Beh (0 u. DD 
(2) = fa(& % . Du Pı Pa + Pu) 

Cu = fu % Cu Pı P2 Pu); 
welche Gleichungen nach p, P, - - 9, auflösbar sein müssen, 
so dass sich aus denselben die vollständigeLösung auf algebrai- 
schem Wege ergibt, wenn man mittelst des Systems (2) die 
Grössen p, Pa - : P, aus (1) eliminirt. Die Aufgabe, die voll- 
ständige Lösung der Gleichung (1) zu finden, ist daher vollstän- 
dig äquivalent mit der Aufgabe der Bestimmung der Functionen 


hfe--fu')- sa 


Damit die Gleichungen (2) des vorigen $ die vollständige 
Lösung der vorgelegten Differentialgleichung enthalten, ist er- 
forderlich, dass die Functionen f, fa - . f, gewisse Bedingungen 
erfüllen, welche Bedingungen ich hier zusammenstellen werde. 

Die erste dieser Bedingungen ist die, dass die Gleichungen 
(2) nach den Grössen p, P3 - - P„ auflösbar sind, und aus diesen 
Auflösungen müssen die Functionen f, fz - - f„, wiederhergestellt 
werden können, mit andern Worten, es darf keine der beiden 
Determinanten: 


of, ofı of OP, 9Pı 9p, 

OP, Mei), ADD Or 20 nur 

fh Ma, , Op Ps Wr 
3 OP, : Op,’ = OP, of, f of, ee Of 
(3) ) 

fu Of Ofen OP OP OP 

op, 0p,” op, | ea dt 


identisch verschwinden. 


4) Vgl. Jacopı Crelle’s Journal Bd. 47. Bd. 60. 
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Die andern Bedingungen, welche die Functionen f, fa - - fu 
zu erfüllen haben, sind die, dass die aus den Gleichungen (2) 
des vorigen $ bestimmten Werthe von p, Pa - » P„ die partiellen 
Differentialquotienten einer und derselben Function werden, 
und zwar gerade derjenigen Function z welche sich mittelst (2) 
aus der gegebenen Gleichung (I) ergibt. Diese Bedingungen 
sind aber nicht bloss nothwendig, sondern sie sind auch hin- 
reichend, d. h. jedes Functionensystem f, fa - - fu, Welches 
diesen Bedingungen genügt, führt auf eine vollständige Lösung 
der gegebenen Differentialgleichung (9). 

Die letzteren dieser Bedingungen lassen sich vollständig er- 
setzen durch ein System von partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung, denen die Functionen f, .. f„ zu genügen 
haben. 

Um dieses System von partiellen Differentialgleichungen 


abzuleiten, bezeichne ich den Differentialquotienten vr mit 974; 


wenn für p7, diejenigen Ausdrücke gesetzt sind, welche sich aus 
dem System (2) ergeben. Die Bedingungen, um welche es sich 
hier handelt, werden alsdann: 


/ 


(4) PA = Pik > = 


706-5 SC An") Kelten 
Bei, 2... u 
Differentiirt man das System Gleichungen (2) nach den 
sämmtlichen Grössen x, . .. &,, so erhält man folgende u. u 
Gleichungen: 
=1,3..u 


fo) = Zufo‘Pn)Pri e 
i= 


EU 

Man multiplieirt nun die vorstehende Gleichung mit f, (p;) und 
summirt in Bezug auf alle Indices i, dann vertauscht man die 
Indices og und o mit einander und zieht die so gebildete Glei- 
chung von der vorigen ab. Dieses Verfahren ergibt folgendes 
System von u? Gleichungen: 

2; {fo (Pi fo (a) — kpl} = Si &nfo Pro’ (Pi {Pin — Pras - 
Diese Gleichung zeigt, dass die erste Gruppe der Bedingungen 
(k) ersetzt werden können durch folgendes System von Glei- 
chungen : 


(5) o= Sf Pf wi) — To Pifo ler: 
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Denn aus diesen Gleichungen folgt auch umgekehrt 

Pan PREON 
wenn man berücksichtigt, dass die erste Determinante (3) nicht 
verschwinden darf. 

In ähnlicher Weise lässt sich die zweite Gruppe der Be- 
dingungen (4) durch andere ersetzen. Differentiirt man die 
gegebene Differentialgleichung (1) und die Gleichungen (2) nach 
sämmtlichen x, so erhält man Gleichungen von der Form: 


Nr v (a) = 2, VW PprPri 


— fo (&) = Znfo (PnlPni - 
Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit fo‘ (p;) , die 
zweite mit ’(p}}, zieht beide von einander ab, und summirt 
über alle Indices «, so erhält man, weil p,; = Piz ist: | 


& I@E = wi a) Pi) + fe u) vp) = 


Soll nun die zweite Gruppe der Bedingungen (4) erfüllt sein, 
so folgt aus der vorstehenden Gleichung: 


(6) o= 2;tfo ei) v’(p) — Top) Wa) — Pi}. 
Die Gleichungen (6) ersetzen wieder vollkommen die zweite 


Gruppe der Bedingungen (4), denn zieht man die Gleichung (6) 
von der unmittelbar vorhergehenden ab, so erhält man: 


=;fo (Pi) 15 = | =o 


und daraus folgt weiter, da die Determinante der fo(p;) nicht 
verschwindet: 

02 

I; pP; = 0. 

Die Bedingungen (5), (6) sind also nothwendig und hin- 
reichend dafür, dass die Functionen fo Constanten gleich ge- 
setzt, eine vollständige Lösung der vorgelegten partiellen Diffe- 
rentialgleichung ergeben. Es folgt aus unsern Betrachtungen 
zunächst nur, dass die Gleichungen (5), (6) erfüllt sein müssen, 
wenn man mittelst der Gleichungen (2) die Grössen p, Pa : : Pu 
aus denselben eliminirt. Durch diese Elimination werden aber 
ebenso viele neue willkürliche Grössen, nämlich die willkür- 
lichen Constanten, eingeführt, welche sich nicht auf eine gerin- 
gere Anzahl reduciren lassen ; daraus folgt, dass die Gleichun - 
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gen (5), (6) identisch erfüllt sein müssen, auch vor der Elimi- 
nation der p mittelst (2) ; mit andern Worten, die Gleichungen 
(5), (6) können als partielle Differentialgleichungen angesehen 
werden, denen die Functionen f genügen müssen. 


g 3. 

Ich will hier an einem Beispiel zeigen, wie die Bedingun- 
gen (5), (6) unter Umständen zur Auffindung der vollständigen 
Lösungen einer partiellen Differentialgleichung dienen können: 

Es sei @(P, Pa - - Pu) irgend eine Function der Grössen 
Pı Pa - - Pu, aber von den Variablen X, &, . . x, unabhängig. 
Setzt man: 

h=pim) - a 
(7) ; hr = y'(p) — ©, 


u=V (Pu) — Xu» 
so erfüllen diese Functionen f, fa - - f„ die Bedingungen (5). 
Wenn also, was vorausgesetzt sein soll, die Determinante der 
zweiten partiellen Differentialquotienten der Function 9 nicht 
identisch verschwindet, so wird es gewisse partielle Differential- 
gleichungen geben, für welche die Functionen (7) eine vollstän- 
dige Lösung ergeben. 

Ich will untersuchen, von welcher Art diese Differential- 
gleichungen sind. Der gewünschte Fall wird eintreten, sobald 
die Function % so beschaffen ist, dass die Gleichungen (6) er- 
füllt werden. Nehmen wir an, die Function % sei ebenfalls von 
X, %, . - &,, unabhängig, so werden die Gleichungen (6): 

vi) = Zip" (PePi) Pi - 
Diese Gleichungen werden identisch erfüllt unter der Voraus- 
setzung, dass p irgend eine beliebige homogene Function der p 
von der kten Ordnung ist, und dass 
plPı Pr» Pu) = (kt) ylpı Pr - Pu) - 
Wir sind also zu folgendem Satz gelangt: 
Es sei eine partielle Differentialgleichung vorgelegt: 
z=k—4A)p(Ppı Pr: Pu» 

wo g eine ganz beliebige homogene Function der Grössen p ist, 
von der Ordnung k (wobei der einzige Werth k = 1 ausgenom- 
men ist), so sind die vollständigen Lösungen dieser Gleichung: 


Ich kehre wieder zurück zu den allgemeinen Betrach- 
tungen: | 

Wenn man für zp, Pa - - P„ irgend eine Lösung der Diffe- 
rentialgleichung setzt, gleichviel, ob dieselbe willkürliche Con- 
stanten enthält, oder nicht, so muss immer der lineare Differen- 
tialausdruck : 
(8) dz — p, de, — 2, dX,:. — Du Ku 
verschwinden, da eben die p die partiellen Differentialquotien- 
ten der Function z sind. Der Ausdruck (8) muss also auch ver- 
schwinden, wenn man für die oben definirten Functionen fi. . fi 
constante Werthe setzt. Denkt man sich also mittelst der ge- 
gebenen Differentialgleichung die Grössen zp, Pa - . pP, ausge- 
drückt durch die unabhängigen Variablen x, X, .. x, und 
durch die Functionen f, fa - - f„, was wegen der Unabhängig- 
keit der Functionen f immer möglich ist, so muss man eine 
identische Gleichung von folgender Form erhalten: 


(9) dz — p, da, — PR dx... — Pu da, = Fıafı + FRd +... Fu dfu- 
Es handelt sich zunächst um die Bestimmung der Coöfficienten 
RU SR VE 

Bezeichnet man zu diesem Ende den Differentialquotienten 


von z nach %g, So genommen, wie nach der Substitution der 
Ausdrücke von p, - - ?,„ durch die x und f &o explicite in dem 


70 
Ausdruck von z vorkommt, mit (5): so hat man wegen der 
Bedingungen, denen die Functionen f unterworfen sind: 


ni 
7 9 


und die Vergleichung der beiden Seiten der Gleichung (9) ergibt: 


dz 02 02 
F. = 1.7 yo. F = oe 
2 u Of 


Dieses Resultat setzt uns nun in den Stand, den Zusammen- 
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hang aufzufinden, der zwischen zwei verschiedenen vollständi- 
gen Lösungen der partiellen Differentialgleichungen besteht. 
Es seien 


hfer fu 
Yıfz---Pu 


zwei Systeme von Functionen, welche den Bedingungen der 
vollständigen Lösungen entsprechen. Man denke sich nun z 
ausgedrückt, einmal durch &, %,.. 2, fi fa - - /„, dann durch 
2:2 Pi Pa: - Pu und bezeichne diese beiden Ausdrücke 
mit 2’ und 2”; nach dem Vorhergehenden haben wir Jann die 
Doppelgleichung: 


dz — p, dx, — Pde,... — Pu da, 
02’ 02’ 02’ 
10 = — dfi + — _df. N. — df, 
( ) of, fı af, df, + fu fu 
Oz’ m oz” 
= d -d 2 .. en 
a 


Wenn man sich nun in den Functionen ffür p, p.. - . P„ ihre Aus- 
drücke durch die & und die 9 substituirt denkt, und wenn man 
mit [fo (a) [folp;)] die Differentialquotienten von f, nach x; 
und o OA R wie diese Gras nach ee 
tion noch in f, vorkommen, so löst sich die Gleichung (10) in 
folgendes System auf: 


02’ 02’ 
Egg Zn dr, fr (p9] 
(14) Se 
0 h y In’x;) 


Die erste dieser beiden Gleichungen ist von selbst erfüllt, weil 
durch die hier vorausgesetzte Substitution z’ und z’’ mit einan- 
der identisch werden. Die letzte Gleichung ergibt den gesuch- 
ten Zusammenhang zwischen den beiden vollständigen Lösun- 


gen. Da nämlich die Grössen vr nicht identisch verschwinden 


P 
können, so folgt die identische Gleichung: 


[A lh'a.. - Ihe) 


Kalkar ah: - » Me 
(12) Si =o0. 


(fu &ı) ’ [fu &;) BE fu %,| | 
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Diese Gleichung sagt aus, dass zwischen den Functionen 
fıfa--- fu, nachdem in denselben p,P3-. .?, durch 9, 92... @y 
ausgedrückt sind, eine identische Gleichung bestehen muss, 


welche von den &, &, . . - &, frei ist, also eine Gleichung von 
der Form: 
(43) o=Hffh:: Pi Par Pu) 


oder auch eine beliebige Anzahl m solcher Gleichungen, wenn 
nur m kleiner als u ist: 


o=]I, hf up Pa: Pu) 
0 I, fl: Iı PP) 


4) 


o= Dunfhfhk::-fuPı RER UA 


Aus diesen Betrachtungen ergibt sich leicht das bekannte Ver- 
fahren zur Bestimmung einer beliebigen vollständigen Lösung 
aus einer gegebenen. 

Aus (11) und (14) folgt nämlich durch Differentiation des 
letzten Systems nach &;: 


n 2 In IT! (A) ni A, H;! (fi) +... Am In (fh) 4 
02’ 
(45) If; r A, II, (f2) ; }, IT, (fr) +... Am IT, (frz) 


02’ 
| dF, = fe Am A Pu) 

U . 
welche Gleichungen, mit den Gleichungen (14) zusammenge- 
nommen, genügen, um die unbekannten Grössen @, @3 - : -Pu 
A, Ay. 2 A zu bestimmen. 


85. 

Nehmen wir nun an, es sei irgend eine Lösung der Glei- 
chung z = % gefunden, so sind durch diese zp, P5 - - » P„ als 
Functionen von &, &y - . . %, bestimmt. Ob diese Functionen 
willkürliche Constanten enthalten, darauf kommt es vorläufig 
nicht an. Unter allen Umständen müssen diese Functionen fol- 
gende Eigenschaften haben: Es muss die Gleichung 

z=u 


identisch erfüllt sein, und es muss der Differentialausdruck : 
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dz — p, da, — m day... — pda, 
durch Substitution der Lösung verschwinden. 

Verstehen wir wieder unter f, f,. . .f,, Functionen, welche, 
CGonstanten gleich gesetzt, eine vollständige Lösung ergeben, 
und welche durch Substitution der gerade vorliegenden Lösung 
in Functionen der &, &, . . %, allein übergehen, so müssen 
diese Functionen wegen der identischen Gleichung (9) $ 4 der 
Bedingung Rai 


„9 02 
Y 


worin die f, fa. - - ar als Functionen der &, &, . : . &, allein 

anzusehen sind. Bezeichnet man die in diesem Sinne genom- 
E > s a N d 

menen Differentialquotienten dieser Functionen durch de, so 


löst sich die Gleichung (16) in folgendes System auf: 


02 af, , da de) Oa,dflr © 
of, da, Ok der - Ofedeiim 
02 dfi 02 df, 02 Of, 
(a7) a a 
da dh ,.d2 dp I ap a 
dd, es 


Mittelst dieses Systems können wir nun aus einer vollständigen 
Lösung der gegebenen Differentialgleichung alle übrigen Lö- 
sungen auf algebraischem Wege finden. Vermöge der voll- 
ständigen Lösung sind nämlich die Functionen f, Ra: - : fu 
durch &, ©... . &u Pı Pa - : - Pu gegeben. Aus dem System 
(17) aber ergeben sich dieselben Functionen ausgedrückt durch 
X, %g . . . %&, allein, wodurch man Gleichungen erhält, aus de- 
nen P, Pa - - - ?, als Functionen von &, &z . . . &, bestimmt 
werden. 

Hat man die Functionen f} fz - - : /„ den Gleichungen (17) 
gemäss bestimmt, so erhält man daraus unter allen Umständen 
eine Lösung. Diese Bestimmung kann aber auf verschiedene 


Arten geschehen. 
02 02 02 


ana’ of 
nicht alle. zugleich verschwinden, so folgt aus (17) die Glei- 
chung: 


Nehmen wir zunächst an, dass die Grössen 


ee 
dr.’ da. de 
hell ae Au 
(18) da,’ da, "du |=0. 
SER RRLEN Au 
da,’ da, day 


Dieser Gleichung zufolge müssen also zwischen den Functio- 
nen f, fa : - - /u, wenn dieselben als Functionen der &,%,...&%, 
allein dargestellt sind, eine oder mehrere identische Gleichun- 
gen bestehen. 

Diese Gleichungen, welche beliebig angenommen werden 
können, und deren Anzahl m < u sein muss, Seien: 


I fh. W=0 


(19) N, (fı fe... Ta) > 


oO 


Inf fz a fu) =0. 


Istm = u, so erhalten die f, fa - - - f„ Willkürliche constante 
‘ Werthe, und man kommt auf die vollständige Lösung, von der 
man ausging, zurück. Ist aber m < u, so werden die f, fa- »- fu 
als Functionen von &, . . . &, bestimmt, nachdem man über 
die Functionen IZ, II,... II, irgend eine willkürliche An- 
nahme gemacht hat, mittelst der folgenden Gleichungen, die 
sich unmittelbar aus dem System (17) ergeben: 


\r =, A) +% IE, A Se I Daß) 

(20) 5 =-A,2/G) FT) +: Ama) 
I“ =A,ZI fu + % Inn Fi An 
Of, 


welche Gleichungen zusammen mit den Gleichungen (19) aus- 
reichen, um die Grössen f, f2 - - - fu Ag: - : A. als Functio- 
nen von &, % . . . &, zu bestimmen. 
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$ 6. 

Eine Möglichkeit, die Gleichungen (17) zu befriedigen, 
ohne dass (18) erfüllt wird, haben wir bis jetzt noch nicht be- 
rücksichtigt; es ist nämlich die, wenn die Functionen f, f2- - - fu 
so bestimmt werden können, dass die Gleichungen 


02 02 02 


(24) res Ve 1 a 
erfüllt werden. 

Die daraus entspringende Lösung ist ganz bestimmt und 
enthält keine willkürlichen Functionen oder Constanten. Im 
Allgemeinen ist es die singuläre Lösung. Es ist jedoch nicht 
nothwendig, dass, wenn in den Gleichungen (21) eine Lösung 
enthalten ist, diese immer singulär sein muss. 

Unter singulärer Lösung verstehe ich nämlich eine Lösung 
von folgender Beschaffenheit: 

Es sei 
(22) Be Di Bar: . u, le-eh 
ein Ausdruck, welcher dadurch, dass man für f, f, - . - f„ will- 
kürliche Constanten setzt, in eine vollständige Lösung übergeht. 
Man erhält daraus alle übrigen Lösungen, wenn man für die 
fi : - : fu gewisse Functionen der & einsetzt. 

Ist es nun möglich, ohne dass (22) aufhört, eine Lösung zu 
sein, für die /, a - --. /„ solche Functionen :von &, &, . . . Ey 
zu setzen, deren Functionaldeterminante nach den &, &z . . . &, 
nicht verschwindet, so ist dies die singuläre Lösung. 

Aus dieser Definition folgt, dass die singuläre Lösung nie 
von einer willkürlichen Gonstanten, also noch weniger von einer 
willkürlichen Function abhängen kann, denn aus den Gleichun- 
gen (17) folgt, dass für die singuläre Lösung jederzeit die Glei- 
chungen (21) erfüllt sein müssen. Wenn nun auch diese Glei- 
chungen zu solchen Werthen von f, fz - - - f„ führen können, 
die eine willkürliche Gonstante c enthalten, ‘was etwa dadurch 
geschehen könnte, dass die Gleichungen (21) gemeinschaftliche 
Factoren haben, so muss sich diese Gonstante aus der Verbin- 
dung, in welcher die fin z enthalten sind, herausheben, denn 
durch Differentiation nach der willkürlichen Gonstanten erhält 
man: 
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Die singuläre Auflösung einer partiellen Differential- 
gleichung, die ich im vorigen $ definirt habe, hat die bemer- 
kenswerthe Eigenschaft, dass sie immer aus der gegebenen 
Differentialgleichung selbst, ohne Kenntniss der vollständigen 
Lösung durch Differentiation gefunden werden kann; und zwar 
auf folgende Weise: 

Wenn man in der gegebenen Difforentiälgleichung 


al PD 95 0 


irgend eine Lösung substituirt, so muss dieselbe identisch er- 
füllt sein; es müssen also auch noch die durch Differentiation 
nach den & aus dieser Gleichung gebildeten Gleichungen iden- 
tisch sein. 
Setzt man also zur Abkürzung 
0°z % 
I = Poe 


so erhält man folgendes System identischer Gleichungen: 


-p + w'(&,) + 27, W(P)) Pa = 0 


PR W'(&,) Er 237 ıv'.(P)) Pn2 > 9 
(23) oe BER 


mut Va) + EV Pr) Pu = 9: 

Bezeichnet man wieder mit f, f2 - - - /„ solche Functionen von 
Lg... Lu Pa Pa: - Pu, Welche, willkürlichen Constanten 
.gleich gesetzt, eine vollständige Lösung ergeben, so müssen 
diese den Bedingungen (6) des $ 2 genügen, nämlich: 

(24) Z,tfo 0) WB) — fo By) = > 0 


und wenn man für W’(@,) — p; aus (23) die Werthe in (24) sub- 
stituirt, so ergibt sich: 


(28) zw pi) {fo la) + Zn fo/lpn) Pu} = 0: 
Dieses System muss identisch erfüllt sein, wenn man irgend 
eine Lösung substituirt. 


Nun ist aber: 
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I 


d 
(ea + Zul I) an = GR 


wo das Zeichen d in dem früheren Sinne genommen ist, und 
demnach geht das System (25) über in: 


d af, d 
W'Ppı sa + VD +... WU Pu = =o0 
ı & L 
d d d 
(26) Y'Ppı Fer A vn, a +... WPu = =o0 
4 ’2 
df, Bed PEARL 
w'p, au + pe +.:.:WDu E = 0. 
1 2 { 


War nun die Lösung, welche wir substituirt haben, eine 
singuläre, so gibt es ein System von Functionen f, fa - : - /„ der 
Art, dass die Determinante 


Ha 
ar ame. A, 
een au 
ar, "dr, x das 
a M,,; Un 
dx,’ da, du 


nicht verschwindet, nach der Definition der singulären Lösung. 
Dann folgt aber aus den Gleichungen (26), dass für die singu- 
läre Lösung die Gleichungen 

(27) DIDI = 0,., VaD=0 

erfüllt sein müssen. 

Die Aufsuchung der singulären Lösung ist dadurch auf die 
algebraische Aufgabe zurückgeführt, aus den Gleichungen (27) 
die Werthe von p, pP, . - . pP, zu bestimmen. Wenn man diese 
dann in die gegebene Gleichung einsetzt, so ergibt sich der 
Werth von z, welches die gesuchte singuläre Lösung ist. 

Die erste Bedingung der Existenz einer singulären Lösung 
ist also die, dass das eben auseinandergesetzte Verfahren über- 
haupt zu einer Lösung der Differentialgleichung führt, mit an- 
dern Worten, dass die auf die angedeutete Weise bestimmten 
Werthe von zp, Pa - - ; P, den Gleichungen genügen: 
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Diese Bedingungen lassen sich noch anders ausdrücken: Denkt 
man sich aus den Gleichungen (27) die p, P, -. - . ?, bestimmt, 
und in die gegebene Gleichung eingesetzt, so wird dadurch der 
Ausdruck für z bestimmt: 


z= VD... LuP Pr: Du) 


Differentiirt man diese Gleichung nach den x, so erhält man 
mit Rücksicht auf die Gleichungen (27) | 


und daraus ergeben sich die nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dafür, dass man mittelst unserer Methode über- 
haupt zu einer Lösung der Differentialgleichung gelange: 

va —p =0 


(28) a 


Wx,— pn 0. 
Diese Gleichungen müssen erfüllt sein, wenn man die aus (27) 
bestimmten Werthe der p, P3 - - - P, substituirt. 

Man erhält also die singuläre Lösung, ihre Existenz vor- 
ausgesetzt, dadurch, dass man ein System Werthe der p auf- 
sucht, welches die Gleichungen (27), (28) zugleich befriedigt, 
und dieses in die gegebene Gleichung z = % einsetzt: Exi- 
stirt kein solches System, so kann man sicher sein, dass auch 
keine singuläre Lösung existirt. 

Eine andere, und viel schwierigere Frage ist der die um- 
gekehrte: Ist m auf die eben entwickelte Weise abgeleitete 
Lösung wirklich singulär, oder ist sie nicht unter Umständen 
von der Beschaffenheit, dass sie durch specielle Annahmen über 
die willkürlichen Grössen aus anderen Lösungen folgt? 

Mit dieser Frage, in dem Fall, wo es sich nicht um eine 
partielle, sondern um eine gewöhnliche Differentialgleichung 
handelt, hat sich zuerst Eurer !) beschäftigt; und auf einem 
ganz ähnlichäh Wege haben Larracz 2 ), Lagrange °), Poısson ®) 
die Frage behandelt. 


4) Eurer, Calculus integralis. Bd. I. Problema 72. 
2) LaptLacE, Me&moires de l’Academie de Paris 1772. 
3) Lecons sur le calcul des fonctions, lecon quinzieme, u. a. a. O. 
4) Poısson,, Sur les solutions particulieres etc. Journal de l’Ecole po- 
Iytechnique. Bd. 6. 
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Diese Methode lässt sich leicht auf den Fall einer partiellen 
Differentialgleichung übertragen, und führt zu dem Resultat, 
dass die Lösung, welche auf die oben auseinandergesetzte Me- 
thode bestimmt ist, nie durch eine willkürliche Gonstante ver- 
vollständigt werden kann, d. h. dass sie immer singulär ist. 

Alle diese Beweise enthalten aber eine Voraussetzung, 
durch welche die ganze Untersuchung illusorisch wird, da die 
Zulässigkeit der Voraussetzung nicht einmal a priori aus der 
Differentialgleichung erkannt werden kann. Die Voraussetzung 
ist nämlich die, dass die Differentialgleichung keine anderen 
Lösungen mit willkürlichen Constanten habe als solche, welche 
irgend wie nach positiven Potenzen dieser CGonstanten ent- 
wickelt werden können. 

Ich habe daher in der in der Einleitung erwähnten Arbeit 
den alten Beweis durch einen andern ersetzt, der zwar auch 
keinen Anspruch auf Allgemeinheit machen kann, bei welchem 
aber die Beschränkungen sich nur auf die Differentialgleichung 
selbst beziehen, und dessen Zulässigkeit ohne Kenntniss der 
vollständigen Lösungen entschieden werden kann. Ich bin bei 
dieser Untersuchung zu folgendem Resultat gelangt: 

Die auf die oben beschriebene Methode bestimmte Lösung 
der Gleichung: 


Bee 0... DET DB) 


ist immer singulär, wenn die Determinante: 


(PP) » W’(Pı Pe) - - » W(Pı Pu) 
ı"(P2 Pi) » W"(P2 P2) - - » W’(Pz Pu) 
(Pu Pi)» W(PuP2) . . - W(Pu Pu) 
durch Einsetzen der Werthe von p, Pa - - - Pu, Welche der 


fraglichen Lösung angehören, nicht verschwindet, und keine 
der Grössen V" (PoPo) durch dieselbe Substitution unendlich 
wird. Auf den Beweis dieser Behauptung und die daraus wei- 
ter folgenden Resultate gehe ich hier nicht ein. 


2% 
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Ich werde von den gewonnenen Resultaten nun eine An- 
wendung machen auf eine gewisse Gattung partieller Differen- 
tialgleichungen, welche ein besonderes Interesse darbieten, ein- 
nal ihrer Wichtigkeit wegen, dann aber auch, weil die singulä- 
Jären Lösungen dieser Differentialgleichungen von Jacopı') auf 
einem von dem unsrigen ganz verschiedenen Wege behandelt 
worden sind, so dass die Uebereinstimmung der Resultate eine 
Bestätigung der Richtigkeit unserer Untersuchungen ist. Es sind 
dies die linearen partiellen Differentialgleichungen. R 

Wenn die lineare partielle Differentialgleichung vorliegt: 


(29) XP +%Pp +... Xu Pu X 


worin X, X, . . . X, irgend welche Functionen von 2%, %,...%&, 
sind, so erhält man bekanntlich die allgemeine Lösung dieser 
Gleichung, indem man die Integrale des Systems aufsucht: 


/ . . . . — 7 . 7 . 7 . I 
OR AR, : Algen a ne N 


Sind die Integrale dieses Systems, deren Anzahl u ist: 


h=tuh= an... > 
wo die ff - - - f„ Functionen von’ =&, &, .. . X, ein raber 
die willkürlichen Constanten «&, &, ... &, nicht mehr enthalten, 


so ist die allgemeine Lösung der Gleichung (29): 
(30) PhR-: = 


wo ® eine willkürliche Function bedeutet. Man erhält eine voll- 
ständige Lösung, wenn man über ® irgend eine besondere An- 
nahme macht, so dass u willkürliche Gonstanten darin vorkom- 
men, welche sich nicht auf eine geringere Anzahl reduciren las- 
sen; man erhält also eine Gleichung von folgender Form: 


(a1) A. 


als vollständige Lösung. 

Wenn man, um von der Lösung (31) zu irgend einer an- 
dern Lösung überzugehen, nach den früheren Regeln die Gon- 
stanten cc, . . ...c, als Functionen der &, &, . . » &,, bestimmt, 
so erhält man dazu Gleichungen von folgender Form: 


4, CrELLE’s Journal Bd. 27, p. 239. 
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Naeh) Ho, lc) VER? 0 Ic) 

(ce) = HM) + Me) +. . Om ml! 

7’) = TH lc) +09 Tl) +: Om Hm’ (Ca) 

IBien, 7. el, =,0 

EEE. u ed, 
worin die IZ, IL,... II, willkürliche Functionen bedeuten. 
Die Form dieser Gleichungen zeigt, dass die c, c,...... c, immer 


Functionen der f, f2 - - - /, werden, woraus erhellt, dass die 
Gleichung (30) wirklich die allgemeinste Form der Lösung ist. 
Allein die singuläre Lösung kann nicht in der Form (30) ent- 
halten sein, denn nach unserer Definition der singulären Lösung 
erhält man dieselbe, wenn man in (31) die Constanten c,cy...c, 
als Functionen der & derart bestimmt, dass die Functionaldeter- 
minante derselben nicht verschwindet. Bildet man aber die 
Functionaldeterminante unter der Voraussetzung, dass die 
C, €, : » » C„ Functionen der f, f2 - - - f„ Seien, so erhält man: 


dc, r dc, dc, hat fs a str’ 2... fu SH Pr fu 3 
af, j Of, fu fh’ +P,.f\' 2, fa %et+P: fe" 2, ..- fW 8 +P; fu 
ORIERUfEE ES Of, 

OCy ’ 00, O0 hautPpuh' 2 RE &utPuh' 2 fa Cut Pulu'2 


of, If; 0.0. of, 

Bedenkt man nun, dass die p, Pa - - - Pu bestimmt werden 
durch Gleichungen von der Form: 

SARA) 

so erkennt man, dass die zweite der vorstehenden Determinan- 

ten identisch verschwindet, also die singuläre Lösung nicht in 
der Form (30) enthalten sein kann. 

Um die singuläre Lösung zu bestimmen, hätte man nach 

unserer Methode die Gleichung (29) in Bezug auf z aufzulösen, 


02 0z 02 


und die partiellen Differentialquotienten — , — .,...— =ozu 
p 1 op, ’ Op, ’ IP 


setzen. 
Es ist aber nicht nothwendig, diese Auflösung wirklich aus- 
zuführen; man kann die gegebene Gleichung (29) selbst diffe- 


rentiiren, und erhält zur Bestimmung der w a % das Sy- 
1 u 


stem Gleichungen : 


=-=X + 92 OX, + X, + 0X, as a 
ee ar 3 fu % 
02 (9X 0X 9X OX, 
Pe N) Ian+ Ba ER rg 
03 (0X, IX, ON, IX, 
o=X, nr gent... u 
Den Bedingungen der singulären Lösung: 
02 x 02 en |. 
Ip, OP, ei 
kann nun dadurch genügt werden, dass X, X, ... X, durch 
eine einzige Gleichung zwischen zx, &,... x, zum verschwin- 


den gebracht werden. Damit aber dadurch die Gleichung (29) 
überhaupt befriedigt wird, muss gleichzeitig X, verschwinden, 
d. h. die ganze Differentialgleichung muss einen algebraischen 
Factor haben. Nehmen wir also diesen Fall aus, d. h. nehmen wir 
an, die Coöfficienten X,X,.. . . X, seien von gemeinschaftlichen 
Factoren befreit, so bleibt nichts übrig, als dass für die singu- 
läre Lösung, der Ausdruck: 

(33) ee 

unendlich gross wird, jedoch so, dass nicht gleichzeitig einer der 
Coefficienten X, X, - - - X, unendlich gross wird. Es müssen 
also, ehe man zur Aufsuchung der singulären Lösung schreitet, 
die Coöfficienten von gemeinschaftlichen Factoren und von Nen- 
nern befreit sein. 

Der Ausdruck (33) kann nur dadurch unendlich werden, 
dass eines seiner Glieder unendlich wird, so dass man aus die- 
ser Bedingung die singuläre Lösung in Gestalt einer Relation 
zwischen 2%, &,...&,, erhält, welche befreit ist von p,Pa: - - Pu- 

Die Gleichung, aus welcher nach Jacosı die singuläre Lö- 
sung zu bestimmen ist, scheint von der unsrigen verschieden zu 
sein. Sie lautet (a. a. O.): 

dx, , 2X, 
08.7.0, 

Es lässt sich aber ohne Schwierigkeiten nachweisen, dass 
die beiden Methoden zu demselben Resultat führen. 

Denkt man sich nämlich in die Coefficienten X, X, ... X, 
an die Stelle von z die singuläre Lösung substituirt, so gehen 


Eee 


0 
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diese in Functionen von &, X, . . . &, allein über, welche der 
Voraussetzung nach nicht unendlich sind. Bezeichnet man also 
die partiellen Differentialquotienten dieser Functionen nach den 


OX OX 0X 
ap 20 .. 02 
=) IX 35 Po 
und daraus 
ee  ( 
ne) + OR, \go, 
_ 0X, P IX, IX, 
nr a er 
0%, 0%, 0X, 0X, 
+% O0, 0 


Der Ausdruck auf der linken Seite dieser Gleichung ist end- 
lich. Wenn daher die erste Zeile rechts vom Gleichheitszeichen 
unendlich wird, so muss es auch die zweite Zeile werden und 
umgekehrt. Dadurch ist die Uebereinstimmung der beiden Me- 
thoden der Auffindung der singulären Lösung dargethan. 


Druck von Breitkopf und Härtel in Leipzig. 


